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Problema 1. Calcular el siguiente limite donde n € N:
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Expresamos la suma parcial de n términosde forma compacta:
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Observamos que para todo k= 1,2,...,n se cumple:
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Entonces, sumando n términos, se obtiene la doble desigualdad:
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Calculamos ahora los limites de los extremos cuando n — oo:
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Por el teorema del sandwich:
= N

Problema 2. Sea a # 0 un ntimero real dado. Sabiendo que x1, x2, 3 son las raices de
1,42,4L3
un polinomio de tercer grado, determinar todas las soluciones del sistema de ecuaciones:
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Solucion: Sabemos que las raices x1, x2, 3 son de un polinomio de tercer grado, asi
que podemos usar las relaciones de Cardano-Vieta. Si el polinomio es P(x) = 23 4 pz? +
qxr + r entonces

1+ T2 +x3 = —p

r1To + 13 + T2T3 = ¢

T1Xx2x3 — —T

La segunda ecuacion se reesribe como:

1 1 1 ToT3 + x1x3 + T1T2 q

—+ =+ —= =—=

1 ) iy gt iy T
Por lo tanto,

—g =H k> = —qa
rooa

El polinomio caracteristico es:

P(z) = 2 — az® + qz — qa
Comprobamos que = = a es raiz:

P(a) = a® — aa® + qa — qa =0
Dividimos el polinomio por (z — a):
3 —ar® 4+ qr —qa = (x — a) (2 +q)

Por tanto, el factor cuadratico es 2 + ¢ y las raices son:

r1=a, To=>b, x3=-b

donde b? = —q.

Se deduce que si ¢ < 0 entonces las raices x9 y x3 serdan reales, si ¢ = 0 seran ambas
0 y seran complejas imaginarias puras si ¢ > 0.

Comprobamos que se satisface la primera ecuacién (suma de raices):

T1+To+r3=at+b-—b=a

Y también la segunda (suma de inversos):

1 1 1

Finalmente, las soluciones del sistema son

(21,72, 73) = (a,b,—b), conacR\{0}, beC|

y todas sus permutaciones, por la simetria que presentan ambas ecuaciones.
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Problema 3. Resuelve la integral definida

n(x)
/0 vz
In(

Solucion: Observamos que In(z) no esta definida en = 0, y que Ti) tiende a —oo

cuando z — 0T, asf que tratamos la integral como impropia:

n(z) n(z)
= 1
o vz " si%i/a e

Resolvemos esta integral por partes:

1
u=1In(x) = du=—dx
x

dv=2""?dz = v =2/

Aplicamos la férmula de integracién por partes:

/ln(x) V2 dr = 2y/z - In(x) — /2\/5. %dm

Simplificamos el segundo término:

/Qﬁ-id:c:/jidx:zl\/i

Entonces,

Ifm / () [2v/z - In(z) — 4v/z]
e—=01 J¢ \/E e—0t €

Evaluamos los extremos:
-Enx=1:
2V1-In(1) =4V/1=0—-4=—4

= En r = 67 ‘()maIHOS el ll’IIllte-
]/ 2 . ] 4

El primer sumando es una indeterminacién de tipo 0 - co. Transformamos en %2 y

resolvemos por L’Hopital

In(e) 1/e
Ii 1 =lm —==lim ———— = lim =-2 i =0
iy VRS = i Tve = M v e T R S
Luego
Ii 2/ -1 =>4 =0
lim (2v/ In(e) = 4v/¢)
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y tenemos

/1ln(x)dm:—4—0:
0o VT

Problema 4. Dados tres puntos distintos A(x1,y1,21), B(x2,y2,22) v C(x3,y3, 23)
y no equidistantes, jcual es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, B y
C? Siendo A(2,—1,0), B(0,1,2),C(—1,2,4) hallar el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de A, By C.

Solucidn: Si los puntos fueran colineales entonces los planos mediadores (o media-
trices en el plano) de los segmentos formados por los tres puntos tomados dos a dos
serian paralelos, luego intersectarian tedricamente en el infinito y el lugar geométrico
serfa el conjunto vacio. Por lo tanto, consideraremos en adelante que los puntos no son
colineales.

El conjunto de puntos que equidistan de dos puntos A y B es el plano mediador del
segmento AB. Asi, el conjunto de puntos que equidistan de A, B y C es la interseccion
de los planos mediadores de los segmentos AB, AC'y BC.

Cuando los puntos A, B y C' son no alineados y consideramos el plano que los
contiene, el punto que equidista de los tres es el circuncentro del tridangulo ABC. En
el espacio, los planos mediadores se intersecan en una recta perpendicular al plano del
tridngulo ABC' que pasa por su circuncentro y este es el lugar geométrico que buscamos.

Basta intersectar dos de los tres planos mediadores, ya que la recta resultante estara
contenida en el tercer plano mediador, dado que tres mediatrices concurren en un tinico
punto (circuncentro) y, por lo tanto, tres planos mediadores concurrirdn en una recta.

Calculamos el plano mediador del segmento AB:

» Punto medio de AB (contenido en el plano mediador):

2+0 —-141 0+2
AB < 2 ) 2 ) 2 ) (707 )

= Vector director AB, que es normal al plano mediador: AB = (—2,2,2)

La ecuacion del plano mediador de AB es:
(=2)(z—-1)+2y+2(z—1)=0=2—y—2=0 (1)
Calculamos el plano mediador del segmento BC':

= Punto medio de BC, contenido en el plano mediador:

Moo= (AT - capa)
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= Vector director AC, que es normal al plano mediador: BC = (—-1,1,2)
La ecuacion del plano mediador de BC es:
(—1)(x+1/2)+(y—3/2)+2(2—3)=0=—ax+y+22=38 (2)

Intersectamos dichos planos:

z—y—2z2=0
=2z=8 z=y+8
—r+y+22=28

Entonces el lugar geométrico buscado es la recta:

(z,y,2) = (t+8,t,8) = (8,0,8) + t(1,1,0), tcR

Una forma alternativa de resolver el problema habria sido intersectar los tres planos
genéricos que contienen a los segmentos AB, AC y BC, respectivamente.

Problema 5. Sean A, B, C tres sucesos independientes en un espacio de probabilidad
(2, S, P). Demostrar que sus complementarios A, B, C' también son independientes.

Demostracion. Recordamos que tres sucesos A, B, C' son independientes si se cumple:

P(AnBNC

N

Queremos probar que los sucesos A, B, C' son también independientes, es decir, veri-

ficar que:

P(ANB) = P(A) - P(B),

P(ANC)=P(A) P(C),

P(BNC)=P(B)- P(0),
P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(0).

Probaremos la tltima condiciéon usando la siguiente propiedad:

ANBNnC=AuBUC

Por lo tanto

P(ANBNC)=1-P(AUBUC)
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Utilizando la férmula de inclusién-exclusién:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
= P(A)+ P(B)+ P(C)— P(A)P(B) — P(A)P(C)— P(B)P(C)+ P(A)P(B)P(C)
Por tanto:
P(AnBNC)=1-[P(A)+ P(B)+ P(C)— P(A)P(B) — P(A)P(C) — P(B)P(C)+ P(A)P(B)P(C)]

( P(A))(1 = P(B))(1 = P(C))
= P(A)- P(B)- P(C)

De forma andloga se prueba que

P(ANB) = P(A)-P(B),
P(ANC) = P(A)- P(C),
P(BNC)=P(B)-P(C),
]
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